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Zur statistischen Mechanik der Ordnungs-Unordnungs-Umwandlungen

Von HErRMANN HARTMANN
Aus dem Institut fiir physikalische Chemie der Universitit Frankfurt a. M.
(Z. Naturforschg. 3a, 617—619 [1948]; eingegangen am 16. Februar 1948) ~

Herrn Geheimrat Prof. Dr. A. Sommerfeld zum 80. Geburtstag in Verehrung gewidmet

Der Konfigurationsanteil der Zustandssumme und der spezifischen Warme fiir einen
linearen Mischkristall mit Nurnachbarwechselwirkung wird exakt berechnet. Der Ver-
gleich mit den bei entsprechenden dreidimensionalen Systemen beobachteten Erschei-
nungen zeigt, dal #hnlich wie in der Theorie des Ferromagnetismus sich eindimen-
sionale Gitter sogar qualitativ anders verhalten als dreidimensionale. )

ie bekannten analytischen Schwierigkeiten’

bei der Berechnung von Zustandssummen
fiir kondensierte Systeme werden gewdhnlich
durch die Einfiihrung plausibler, aber nicht
streng beweisbarer Zusatzannahmen umgangen.
Es erscheint zweckmiBig, derartige Untersuchun-
gen durch die Behandlung einfacher Modell-
systeme zu ergénzen, die mit konkreten Systemen
gwar nur mehr einige charakteristische Eigen-
schaften gemein haben, bei denen aber die Zu-
standssummen noch exakt angegeben werden
konnen.

‘Wir behandeln hier das einfachste Modell, in
dem Ordnungs-Unordnungs-Umwandlungen vom
Typ der Uberstrukturumwandlungen mdglich
sind. _

2 Z Plitze sollen auf einer Geraden in gleichen
Abstinden aufgereiht sein. Auf diesen Plitzen
sollen sich je Z Atome von den Sorten A und B
befinden. Platzwechselvorginge sollen moglich
sein. Der Konfigurationsanteil der Zustands-
summe dieses Systems, fiir den wir uns hier allein
interessieren, lautet
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V bedeutet die potentielle Energie des Systems,
und die Summe ist iiber alle Konfigurationen zu
erstrecken. Eine Konfiguration ist dadurch be-
schrieben, dafl von jedem Atom bekannt ist, auf
welchem Platz es sitzt. Ein Verteilungsschema,
das dadurch beschrieben wird, dal von jedem
Platz bekannt ist, ob auf ihm ein Atom der
Sorte A oder ein solches der Sorte B sitzt, soll
eine Konstellation heiflen. Zu jeder Konstellation
gehoren (Z!)2 Konfigurationen, und fiir ¢ kann

man dann auch schreiben
o=(Z1PZ 07,

wobei nun die Summe iiber alle Konstellationen
zu erstrecken ist. Eine Konstellation kann ndher
(jedoch nicht vollstindig) beschrieben werden
durch Angabe zweier Zahlenreihen n,,i:1,2,...
m;,§:1,2,.... n,soll die Zahl der Gruppen von
je i aufeinanderfolgenden Atomen A, die in der
Konfiguration vorkommen, bedeuten. Entspre-
chende Bedeutung sollen die Zahlen m; fir die
Gruppen von Atomen B haben. Wenn G, die Ge-
samtzahl von A-Gruppen und G die Gesamtzahl
von B-Gruppen in der Konfiguration bedeutet.

gilt

GA=2i'ni GBzé'mj.

AuBerdem ist
Zin=23jm,=2.
i J

Wir spezialisieren nun das Modell durch fol-
gende Annahmen: Die potentielle Energie soll
sich additiv aus den Beitrigen je zweier neben-
einander liegender Atome zusammensetzen. €, ,
¢,p» epp Seien die Beitréige von je zwei nebenein-
ander liegenden Atomen AA, AB, BB. AuBlerdem
soll die potentielle Energie unendlich grof sein,
wenn sich nicht auf dem ersten Platz der Reihe
ein Atom A und gleichzeitig auf dem letzten Platz
ein Atom B befindet. Das hat zur Folge, dal wir
uns bei der Berechnung von ¢ auf die Konstella-
tionen beschrinken diirfen, die dieser Bedingung
geniigen. Bei diesen ist G, = Gp=G. Aus den
Annahmen folgt fiir die potentielle Energie
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Ve Se,, (i— L, + S gy (G—ym + 26 — 1), ,
: j
= Z(ey, +egp) —Exp— (84, — 28,5+ epp).

Da nur die Gruppenzahl G der Konstellationen fiir die potentielle Energie maBgebend ist, 148t sich
ietzt, wenn F'(G) die Zahl der Konstellationen bedeutet, fiir die die Zahl der A- bzw. B-Gruppen gleich
@ ist und die der angegebenen einschrinkenden Bedingung geniigen, fiir ¢ auch schreiben

6= (Z!)2e—ﬂ[Z(EAA + €pp) — €aB] g F(G)e B G(Exp —2Exp + EBB)'
G=1

Zur Berechnung der Funktion F'(G) denken wir uns die Konstellationen auf folgende Weise erzeugt:
Zunéchst seien alle Atome A und, davon gesondert, alle Atome B nebeneinander aufgereiht. Dann werden

die Atome A in G Gruppen abgeteilt. Das ist auf (g: }) Arten moglich. Hierauf werden die Atome B in

G Gruppen abgeteilt. Das ist ebenfalls auf ( g _ i) Arten moglich. Dann wird die erste A-Gruppe, von

links beginnend, in die Platzreihe eingesetzt, darauf folgt die erste B-Gruppe, darauf die zweite A-
Gruppe usw. Aus jeder speziellen Aufteilung der A- und B-Atome in je G Gruppen entsteht so gerade
eine Konstellation, und umgekehrt kann jede Konstellation nur durch eine Aufteilung hergestellt wer-
den. Damit folgt, dafl
Z—1)\?
re-(521)
ist. Fiir o ergibt sich dann
o = (22~ B(Z—1)(éaa + €BB) + €an] Zgl(z—. 1)2 o P (Baa—284n + Epp)J
! ; ;
= :
Wir interessieren uns fiir die Eigenschaften des makroskopischen Systems, also fiir sehr grofle Z-Werte.
Es 148t sich zeigen (s. Anhang), daf fiir n — oo die Funktion

F (0% = 2(}) 0¥
J
sich dem asymptotischen Ausdruck
(1 + 0))2 n+1

2(wnw)l,
anndhert. Damit folgt, dall

B B 3 5
, , D ean—26an+epp)\22—1 —3[(Z—2)(6aa + €BB) + —EaB
a=2~1:rv_/’(Z!)2(Z—1)—/’{1+e2 M BB} -e [t~ ptens s ol g ]
ist. Mit Hilfe der bekannten Beziehungen C hat ein Maximum bei Ty = 1,199678...; x, ist
Ing dF die positive Wurzel der transzendenten Gleichung
F=— B und E=F—T(TT7 x,=Cotgx,.

Wenn z gegen Null oder gegen oo geht, geht C
in denen F und E den Konfigurationsanteil der gegen Null. In Abb.1 ist C als Funktion von T/©
freien und der inneren Energie bedeuten, folgt ,ufgetragen. C ist invariant gegen Vertauschung
daraus fiir den Konfigurationsanteil der spezifi- yon © mit —®.

schen Wérme pro Afom Am absoluten Nullpunkt, wo ja der Zustand

' — 1 dE B(® 2 geringster Energie realisiert ist, befindet sich das
T 2ZdT (@of :r) System je nach dem Vorzeichen von © im Zustand
; . ABABAB... oder AAA...BBB.... Beim Ver-
wobei zur Abkiirzung . . 1 . 1s .
- . gleich mit realen (natiirlich dreidimensionalen)
;o o & == E&:ZSAB _stBB Systemen, die Ordnungs-Unordnungs-Umwand-
T’ 4k lungen vom Typ der Uberstrukturumwandlungen
gesetzt ist. aufweisen. ist der erste Fall von Interesse.
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Obwohl die spezifische Wirme des behandelten
Modells iiber ein Maximum geht, kann keine
qualitative Ubereinstimmung mit den bei Uber-
strukturumwandlungen beobachteten Spitzen in
den Kurven der spezifischen Wérmen? festgestellt
werden. Nachdem Shockley? gezeigt hat, dal
bei metallischen Mischkristallen hochstwahr -
scheinlich die Annahme der Nurnachbarwechsel-
wirkung zutrifft und nachdem unser Ausdruck
fiir die spezifische Wiarme keine Vernachléssi-
gungen enthilt, mufl geschlossen werden, daB ein-
dimensionale Mischkristalle der betrachteten Art
sich qualitativ anders verhalten als dreidimensio-
nale. Es scheint hier ein #hnlicher Fall vorzu-
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Abb. 1. Spezifische Wirme des linearen Mischkristalls

als Funktion der Temperatur.

liegen wie in der Theorie des Ferromagnetismus.
wo auch dreidimensionale Gitter ganz allgemein
vor zweidimensionalen und eindimensionalen aus-
gezeichnet erscheinen.

Auf einen ausfiihrlichen Vergleich mit den
theoretischen Entwicklungen von Bethe soll
in einer spiteren Verdffentlichung eingegangen
werden.

Anhang

Es ist zu beweisen, daB mit n — co die Funk-
tion

F(0)=30) 0¥/,
7

die mit dem speziellen hypergeometrischen Poly-
nom

F(—n,—n,1;0?

identisch ist, fiir © > 1/n sich dem asymptotischen
Ausdruck
A+ "
2 (wn w)'/y
nahert.
Wir betrachten die Funktion
G (w2)=2""(1+02"1+wz" ")
der (komplexen) Veridnderlichen z. Nach zwei-
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maliger Anwendung des binomischen Satzes sieht
man. dafl

6, (@) =230 o' S o' e
— I OO

im Endlichen einen einzigen Pol bei z = 0 besitzt
und daB das Residuum bei diesem Pol F', (w?) ist.
Dann ist nach dem Residuensatz
1 i # —1\n
Fn(a)2)—:—,fz 114+ w2)"(1+ vz )"de,
S 2
c
wo C einen geschlossenen Integrationsweg bedeu-
tet, der den Punkt z =0 einmal umkreist.
Wir wéhlen als Integrationsweg den Einheits-
kreis und machen die Substitution
e=e'Y.
Damit wird

It
2 1 t n — n
Fn(w‘) = %f(l—l-we (I?) (1+a)€ (P) d(p
—7

T ’
- 21-”}/'(1 +2wcos ¢+ w?)"dy .
— T

Der (reelle) Integrand des letzten Integrals be-
sitzt fiir © >0 ein Maximum bei ¢ =0 und ein
Minimum bei ¢ = = =. Der Wert des Integranden
bei ¢ =0

1+20w+0)'=1+0)"

ist bei grofem n fiir > 1/n sehr grofBl. Der zweite
Differentialquotient des Integranden hat bei ¢ =0
den Wert :
—2n0w 1+ 07,

und sein Betrag wichst ebenfalls expouentiell
mit n. Der Wert des Integranden fallt also bei
groBem n in der Nihe des Maximums sehr schnell
ab. Man kann deshalb in einer Niherung, die mit
wachsendem n immer besser wird, den Integran-
den durch eine Gaubsche Fehlerfunktion er-
setzen und gleichzeitig die Integrationsgrenzen
nach — oo und + oo verschieben. Dann folgt die
Behauptung. _

Fiir die freundliche Durchsicht dieser Ableitung
danke ich Hrn. Prof. Perron.
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